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ТРИГОНОМЕТРИЯ – (от греч.  – треугольник и  – измеряю) – математическая дисциплина, изучающая зависимости между углами и сторонами треугольников и тригонометрические функции. 

Термин «тригонометрия» ввел в употребление в 1595 немецкий математик и богослов Варфоломей Питиск, автор учебника по тригонометрии и тригонометрических таблиц. К концу 16 в. большинство тригонометрических функций было уже известно, хотя само это понятия еще не существовало. 

В тригонометрии выделяют три вида соотношений: 1) между самими тригонометрическими функциями; 2) между элементами плоского треугольника (тригонометрия на плоскости); 3) между элементами сферического треугольника, т.е. фигуры, высекаемой на сфере тремя плоскостями, проходящими через ее центр. Тригонометрия началась именно с наиболее сложной, сферической части. Она возникла прежде всего из практических нужд. Древние наблюдали за движением небесных светил. Ученые обрабатывали данные измерений, чтобы вести календарь и правильно определять время начала сева и сбора урожая, даты религиозных праздников. По звездам вычисляли местонахождение корабля в море или направление движения каравана в пустыне. Наблюдения за звездным небом с незапамятных времен вели и астрологи. К концу 18 в. тригонометрия как наука уже сложилась. Тригонометрические функции нашли применение в математическом анализе, физике, химии, технике – везде, где приходится иметь дело с периодическими процессами и колебаниями – будь то акустика, оптика или качание маятника. 

I.Методы решения геометрических задач.

Говоря о поисках решения геометрической задачи, приходится иметь ввиду, что существуют различные методы её решения. Поэтому поиски прежде всего следует направить на выбор конкретного метода. Условно можно разбить на следующие группы:

§1. Традиционный метод. 

Связан с использованием соотношений в треугольнике и круге, признаками равенства и подобия и др. Часто приходится проводить дополнительные построения, например, описанные окружности.

§2. Метод геометрических преобразований.

Связан с применением преобразований плоскости и пространства (параллельный перенос, симметрия, гомотетия и т.п.).

§3. Векторный метод. 

Связан с использованием векторов, в частности скалярного и векторного произведений.

§4. Тригонометрический метод.

Использует применение тригонометрии, теорем синусов и косинусов.

§5. Переформулировка задачи.

Замена задачи другой, эквивалентной данной. 

     Перечисленные методы могут пересекаться, в одном решении может применяться несколько методов. Например, можно заменить исходную задачу другой, которую решают с помощью векторов и преобразований. 

При решении геометрических задач полезно показать, что рассматриваемую задачу можно решить различными методами, и если один способ не приводит к цели или слишком громоздок, то лучше обратиться к другому. «Лучше решить одну задачу несколькими методами, чем несколько задач - одним» (Д.Пойя).

II.Примеры решения задач данными методами.

Прежде чем перейти к рассмотрению выбранной мною задачи, хотелось бы показать, как происходит поиск решения на примере, используя некоторые из вышеперечисленных методов.

З а д а ч а. Треугольники АВС и А1В1С1 не имеют общих точек, кроме вершины С, и   АСА1 =  ВСВ1 = 90°, СА=СА1, СВ=СВ1. Доказать, что медиана СD  треугольника АВС перпендикулярна прямой А1В1. 
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Рис.1

Заметим прежде всего те свойства фигуры, которые сразу бросаются в глаза: 

1°. Треугольники АСА1 и ВСВ1 прямоугольные и равнобедренные.

2°.  АСВ +  А1СВ1 = 180°.

Рассмотрим различные способы использования  этих свойств. 

Р е ш е н и я. 

1 способ. На рисунке присутствует несколько прямых углов с одной вершиной, поэтому напрашивается использование поворота на 90° вокруг точки С. Пусть при таком повороте треугольник А1В1С1 переходит в треугольник А2ВС. Тогда точки А, С и А2 лежат на одной прямой и С – середина АА2. Следовательно, СD есть средняя линия треугольника  АВА2 и поэтому СD  А2В. Но А2В
[image: image2.wmf]^

 А1В1 по свойству повороту, значит, CD 
[image: image3.wmf]^

 A1B1. 

II способ. Воспользуемся векторным произведением векторов.


[image: image4.wmf]
А1В1∙ 2CD = (СВ1 – СА1)(СА + СВ) = СВ1∙СА – СА1∙СА + СВ1∙СВ – СА1∙СВ = СА ∙СВ1∙cos  ACB1 – 0 + 0 - CA∙CB∙cos  A1CB = 0, так как  АСВ1 =   А1СВ = 90° +  АСВ.

Вывод: CD 
[image: image5.wmf]^

 A1B1.

III  способ (традиционный). Продолжим сторону АС до точки А2 так, что АС = А2С (рис. 1). Тогда из замеченного выше свойства 2° следует:  А2СВ =  А1СВ1, и треугольники А2СВ и А1СВ1 равны. В треугольнике АВА2 отрезок CD – средняя линия и поэтому CD  А2В. Из равенства треугольников получаем  СВМ = СВ1М. Значит, вокруг четырехугольника МСВВ1 можно описать  окружность с диаметром ВВ1.  Отсюда угол ВМВ1 опирается на диаметр и А2В 
[image: image6.wmf]^

 А1В1 . Следовательно, CD 
[image: image7.wmf]^

 A1B1.  

IV способ  (традиционный).  Достроим треугольник АВС до параллелограмма САКВ (рис.2). 
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Рис.2
Тогда ∆САК = ∆А1СВ1 по двум сторонам и углу между ними и , следовательно,   СА1В1 =  АСК = α. Продолжим  прямую СК до пересечения с отрезком А1В1 в точке Е. Тогда  А1СЕ = 180° - 90° - α = 90° - α, откуда следует, что   А1ЕК = 90°. 

III. Решение одной геометрической задачи несколькими способами.

Ниже предлагаются девять решений одной красивой геометрической задачи. Кроме вышеперечисленных методов, здесь используются и другие, с помощью которых также можно решить рассматриваемую мною задачу.

З а д а ч а. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС построен квадрат ABDE  в той полуплоскости от прямой АВ, которой не принадлежит треугольник АВС. Найти расстояние от вершины С прямого угла до центра квадрата, если катеты ВС и АС имеют соответственно длины a  и b. 
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Рис.3

Решение 1 (по теореме синусов). 

Пусть Q -  центр построенного квадрата(рис.3). Так как угол AQB прямой, то точка Q лежит на описанной около треугольника АВС окружности. Ее диаметром служит гипотенуза АВ. Из треугольника AQC  по теореме синусов имеем: СQ = АВsin(α+45°), где α – величина угла ВАС. Далее получаем: 

CQ= c(sinαcos45°+cosαsin45°) = 
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Решение 2 (по теореме косинусов). 

Из того же треугольника AQC по теореме косинусов находим: 

CQ2 = b2 + AQ2 – 2b∙CQcos (α+45°).

Рассмотрим треугольник AQB, который является прямоугольным и равнобедренным (BQ=QA). По теореме Пифагора находим, что AQ2 = 
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CQ2 = b2 + 
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]2

1

(a +b)2, СQ = 
[image: image24.wmf]2

b

a

+

. 

Решение 3 (по теореме Птолемея). 

Во вписанном в окружность четырехугольнике сумма произведений длин противоположных сторон равна произведению длин диагоналей (теорема Птолемея). Поэтому для вписанного четырехугольника AQBC  имеем: 

a∙AQ + b∙BQ = c∙CQ.

Но AQ = BQ = 
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Решение 4 (методом площадей). 

Сумма площадей треугольников АВС и ABQ равна площади четырехугольника AQBC:
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c∙CQsinφ,

где φ – величина угла между прямыми AB  и CQ.  Луч CQ  есть биссектриса угла АСВ, так как вписанные углы  ACQ  и BCQ опираются на равные дуги  AQ и BQ.По теореме о внешнем угле треугольника φ = α + 45°. Подставив в предыдущее равенство AQ2 = 
[image: image31.wmf]2

1

(a2 + b2)  и sinφ = 
[image: image32.wmf]2

2

∙ 
[image: image33.wmf]c

b

a

+

 (по решению 1), получим: 
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Решение 5 (методом геометрических преобразований).

Выполним поворот около центра Q квадрата на 90°: В→А, А→А1, С→С1 (рис.4). Так как  
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А1АС1 = 180°,

и поэтому точки С,А,С1 лежат на одной прямой. В треугольнике CQC1  угол CQC1 прямой (угол поворота),  CQ = C1Q,  СС1 = АС1 = a+b. Следовательно, CQ = 
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Рис.4

Решение 6 (методом координат).

Примем прямые СА и СВ за оси Ох и Оу прямоугольной декартовой системы координат. Найдем координаты х, у  точки Q. Она принадлежит биссектрисе угла АСВ (по решению 4) и равноудалена от точек A(b,0) и B(0,a). Имеем систему: 


[image: image44.wmf]х = у

                                  (x - b)2 + у2 = х2 + (у - а)2,

откуда 2х(b - а )  = b2 – a2 (подставив первое равенство во второе). 

Если a ≠b, то имеем решение х = у = 
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При a = b четырехугольник AQBC  является квадратом и х = у =а, т.е. координаты точки Q удовлетворяют прежнему решению. По формуле расстояния между двумя точками
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Решение 7 (векторное).

Положим 
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 =  b  и 
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 = a и выразим через эти векторы вектор 
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(рис.3):
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Поскольку 
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 = 0, то эта система эквивалентна такой:
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Наконец, CQ2 = 
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Решение 8 (методом комплексных чисел).

Введем прямоугольную декартову систему координат так же, как при решении 6. Тогда точки А,В,С будут иметь соответственно комплексные координаты b, ai, 0,  причем a = 
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, b = 
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.  При повороте на 90° вектор 
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 переходит в вектор 
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. Этому повороту соответствует умножение на комплексное число i. Поэтому имеем равенство: (ai - q)i = b-q, где q – комплексная координата  точки Q. Отсюда q = 
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Решение 9 (чисто геометрическое).

Опишем около квадрата другой квадрат со стороной a+b. Тогда искомое расстояние, очевидно, равно половине диагонали большего квадрата. 

Из всех представленных решений легко найти наиболее рациональные, но суждения о простоте или сложности того или иного решения задачи в значительной мере субъективно. Оно существенно зависит от подготовленности, от уровня владения методами решения задач. При недостаточных навыках решений методом геометрических преобразований, векторным или координатным методом можно сказать, что первые четыре решения и решение 9 гораздо проще остальных. Однако решения 5 и 6 для подготовленного человека представляются ничуть не сложнее. Векторный метод для решения данной задачи оказался малоэффективным – решение 7 сложнее остальных.  Решение 8 с помощью комплексных чисел выглядит очень простым, но требует специальной подготовки.   

Применение
Тригонометрические вычисления применяются практически во всех областях геометрии, физики и инженерного дела.

Большое значение имеет техника триангуляции, позволяющая измерять расстояния до недалёких звёзд в астрономии, между ориентирами в географии, контролировать системы навигации спутников. Также следует отметить применение тригонометрии в таких областях, как техника навигации, теория музыки, акустика, оптика, анализ финансовых рынков, электроника, теория вероятностей, статистика, биология, медицина (включая ультразвуковое исследование (УЗИ) и компьютерную томографию), фармацевтика, химия, теория чисел (и, как следствие, криптография), сейсмология, метеорология, океанология, картография, многие разделы физики, топография и геодезия, архитектура, фонетика, экономика, электронная техника, машиностроение, компьютерная графика, кристаллография.

Тригонометрия помогала человечеству на протяжении практически всей его истории. Она помогла ответить нам на самые разные вопросы, например, почему летом теплее, чем зимой?

    Все дело в наклоне земной оси по отношению к плоскости земной орбиты.

Поток энергии, идущей от Солнца, одинаков во все времена года. Но в зависимости от наклона солнечных лучей она по-разному распределяется по земной поверхности. Больше всего ее приходится на заданный участок поверхности при отвесном падении света. 

                Чем меньше угол, который образуют лучи с поверхностью, тем меньше их приходится на тот же участок.

Именно эту зависимость применяет курортник, загорающий под солнцем юга, когда он поворачивает свой топчан так, чтобы солнечные лучи как можно менее отклонялись от перпендикуляра к плоскости топчана. Почему трамвай работает на постоянном токе?

Студенческий фольклор отвечает на этот вопрос так: если бы он работал на переменном, рельсы пришлось бы укладывать по синусоиде. 

Шутка напоминает о том, что переменный ток изменяется во времени по закону синуса. Обратимся к упрощенной схеме динамо-машины – источника переменного тока. Ток возникает в рамке, которая равномерно вращается в однородном магнитном поле. Величина тока определяется скоростью изменения магнитного потока, пронизывающего рамку. 

Откуда же здесь берется синусоида?     Рисунки показывают последовательные стадии этого изменения. На них мы обнаруживаем все тот же прямоугольный треугольник, да еще и в том же удобном расположении, к которому мы пришли, определяя функцию синуса. Гипотенуза этого треугольника вновь постоянна, а катет, удвоенной длиною которого можно измерить величину магнитного потока, пронизывающего рамку, меняется по закону синуса, в зависимости от угла поворота рамки. Все сказанное позволяет заключить: магнитный поток, пронизывающий рамку, меняется во времени по закону синуса. 

[image: image1.png]


    По мере вращения рамки магнитный поток пронизывает ее то с одной, то с другой стороны, и это выражается в сменах его знака – в полном соответствии с течением синусоиды. Оборот за оборотом – нарастания и спады потока в точности повторяются снова и снова. Так вдоль оси абсцисс одна за другой выстраиваются волны синусоиды, похожие друг на друга, как две капли воды.


[image: image121]
                            Задача №1                                               

[image: image136.png]


Дано:                                                                              Решение:

АВС – треугольник                                                         B
a,b,c, - стороны                                                                                              

SΔ = ¼ (а² + b²)                                                                a                     c                                           

Найти:

[image: image122.png]


А, [image: image123.png]


В, [image: image124.png]


С                                                                       C           b              A

Пусть S – площадь треугольника. SΔ = ½ absinC; но по условию SΔ = ¼ (а²+b²) 

Тогда   ½ absinC =  ¼ (а² + b²), | × 4

              2 absinC =  (а² + b²)

                     sinC =  а² + b² / 2ab = (а² + b² - 2ab) + 2ab = 1 + (a - b)² / 2ab = 1/

(a-b)² / 2ab = 0, тогда sinC = 1 => [image: image125.png]


С = 90°.

Найдем [image: image126.png]


А и [image: image127.png]


В : (a - b)² = 0, a = b  => [image: image128.png]


А = [image: image129.png]


В = 45°.

Ответ: [image: image130.png]


С = 90°, [image: image131.png]


А = [image: image132.png]


В = 45°.               


                                             Задача №2

Дано:                                                                                 Решение:

Окружность                                                                                   n
R – радиус                                                                                                   B                                                                         

ABC – вписанный ∆                                                                                                                                                                                                                                                                      
2:5:7                                                                            A                                                                     

Найти:                                                                                                                                            

S∆ABC                                                                          m
                                                                                                                           p
                                                                                                    C

2 + 5 + 17 = 24 части 

360° : 24 = 15°; 1 = 15°; тогда дуга AnB = 30°; ВpC = 225°; AmC = 75°.

Тогда [image: image133.png]


С = 15°; [image: image134.png]


В = 37,5°; [image: image135.png]


А = 127,5° (т.к эти углы вписанные в окружность).

CB / sinα  = AC / sinβ = AB / sinC = 2R => AC = 2Rsinβ = 2Rsin37,5° ; BC = 2RsinA = =2Rsin127,5°

S∆ = 1/2absinC = AC×BC / 2sinC = 2Rsin37,5° × 2Rsin127,5° / 2×sin15° = =2R²(sin37,5°×sin127,127,5°) × sin 15°.

sin37,5° × sin127° = (cos90° - cos165°) / 2 = 0 – cos(180 - 15) / 2 = cos15 / 2

R²2cos15° × sin15 / 2 = R²sin30° / 2 = R² / 4.

Ответ: S∆ABC = R² / 4.                                                                       

        Вывод: 

Мы считаем, что данные задачи невозможно решить, не используя тригонометрию. Ведь тригонометрия – это раздел математики, изучающий соотношение углов и сторон треугольника. Чтобы решать такие задачи, мы пользуемся теоремами синусов и косинусов, формулами приведения, соотношениями между тригонометрическими функциями острых углов и т.д. И как же решить эти задачи без тригонометрии? 
Список использованных источников и литературы:
· Перельман Я. И. Занимательная геометрия. – ВАПАР, 1994. – 275с.

· Фарков А. В. Готовимся к олимпиадам  по математике.—М.: ЭКЗАМЕН, 2006г.

· http://math.ru  
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