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Методика преподавания тригонометрии
СЛАЙД 1. Тригонометрия относится к числу важнейших тем математики курса средней школы, поскольку применяется при изучении математических дисциплин в высшем учебном заведении и далее находит широкое практическое применение в различных областях науки и технологий.  При этом тригонометрия остаётся одной из самых сложных тем для учеников, плохо изученной, непонятной. Связано это прежде всего с обилием формул в курсе тригонометрии и неосознанностью их практического применения. За определениями и многочисленными тригонометрическими формулами и тождествами учащиеся не видят сути рассматриваемых понятий, слабо понимают и «чувствуют» их. Значения синусов, косинусов и т. д. воспринимаются учащимися чем-то искусственно созданным и непонятным. Для чего это всё придумали и зачем? Где это потом сможет пригодиться им в жизни? Такие вопросы часто задают ученики.  
СЛАЙД 2. Основные принципы при изучении темы, которых я придерживаюсь:
1) В тригонометрии очень много формул, правил, определений, понятий, которые нужно знать, но не обязательно для этого их все заучивать. Это значит, в данном обширном материале необходимо вычленить именно те понятия и формулы, которые нужно заучить наизусть и требовать от учеников их точного воспроизведения (как таблицу умножения). Все остальные формулы, правила и т.п. выводятся из основных.
2) Больше времени нужно уделять осознанному и обоснованному введению абсолютно новых понятий. Понимание сути рассматриваемых процессов позволит в дальнейшем сэкономить время при изучении последующих тем.
3) Облегчают запоминание большого объёма информации мнемонические правила и понимание связей между формулами.
4) Необходимо показывать практическое применение и значимость тригонометрических функций в разных сферах деятельности человека. 
Как эти принципы я реализую на практике?
Впервые с тригонометрическими функциями учащиеся начинают знакомиться в курсе геометрии 8 класса. Я даю определение синуса, косинуса, тангенса и котангенса острого угла прямоугольного треугольника и требую заучить эти определения наизусть (т.е. этот материал относится к обязательному запоминанию и заучиванию). Но перед этим нужно поставить перед ребятами практическую проблемную ситуацию, решение которой приведёт их к необходимости введения абсолютно новых понятий синуса, косинуса, тангенса и котангенса острого угла. Например, практическая задача о нахождении величины острого угла.
СЛАЙД 3. В древние времена строители использовали нехитрые инструменты: веревку, отвес, колышки и пр. При этом строили монументальные и симметричные сооружения, как например, пирамиды в Древнем Египте. Что можно делать с помощью верёвки? Выкладывать ровно, по прямой, кирпичи, откладывать прямые углы и замерять расстояния по шаблонной верёвке. Но как объяснить строителям, по какому углу стачивать грань каменного блока для пирамиды? Т.е. хотелось бы иметь под рукой какую-то связь между линейными объектами – отрезками, и величинами углов. Уметь измерять углы с помощью линейки. Как это сделать?
СЛАЙД 4 - 7. Наблюдая за образованием тени от вертикально стоящего шеста, можно заметить, что в течении дня угол падения солнечных лучей меняется, при этом меняется длина тени. Чем больше угол падения, тем больше длина тени. Значит, существует связь между длинами сторон и величиной угла. Как её найти? Через отношение сторон. Проверить можно на практической работе. Причём эта связь не зависит от размеров треугольника, т.е. для подобных треугольников она сохраняется. Таким образом можно подвести учащихся к необходимости введения тригонометрических функций. А сами новые понятия приобретают визуализацию. 
Знакомство учащихся с тригонометрией продолжается в 10 классе на уроках алгебры и понятие тригонометрических функций расширяется для любых углов. Основной моделью при работе с тригонометрическим функциями становится единичная (числовая, тригонометрическая) окружность. И я отвожу достаточно много времени подробному объяснению – откуда взялась эта модель и как с ней нужно работать. 
Сначала вспоминаем с ребятами знакомые им математические модели и работу с ними именно в такой последовательности: 
СЛАЙД 8 - 11.
1) числовая прямая – горизонтальная и вертикальная. Является моделью прямолинейного движения тела.
СЛАЙД 12 - 14.
2) прямоугольная система координат – можно использовать для описания движения тела на плоскости. 
СЛАЙД 15 - 16. Однако траектория движения – ломаная. В жизни движение происходит по более сложной траектории – по кривой. Которую можно представить в виде комбинации прямолинейных участков, и участков движения по окружности.
СЛАЙД 17.
3) Таким образом возникает необходимость ввести модель для изучения движения по окружности (кольцевая трасса, стадион). При движении по окружности нужно выбрать начало движения – точку старта, направление движения и единичный отрезок, с помощью которого мы будем измерять пройденное расстояние на окружности. Начинать движение договорились в правой крайней диаметральной точке окружности. Единичный отрезок хотелось бы выбрать универсальный, такой, чтобы законы движения по окружности не зависели от размеров окружности. Такой универсальный отрезок, связанный с окружностью – радиус. Теперь окружность называется – единичная. Можно конечно представить, что наш радиус-отрезок – гибкий, и мы с его помощью начинаем готовить шкалу на окружности. 
СЛАЙД 18.
Но лучше воспользоваться первой моделью – вертикальной числовой прямой. Только масштаб на этой прямой нужно взять соответствующий – равный радиусу окружности. Совместим две модели так, чтобы совпадали начала движения. И представим, что числовая прямая – гибкая нить, на которой деления отмечены свежей краской. Начнём наматывать эту нить на окружность, и штрихи числовой прямой начнут отпечатываться на окружности, образуя шкалу. 
СЛАЙД 19.
Причём, когда мы наматываем положительную полуось, мы двигаемся против часовой стрелки, значит движение по окружности против часовой стрелки считается движением в положительном направлении. Когда наматываем отрицательную полуось – двигаемся по часовой стрелке, значит движение по часовой стрелке считается движением в отрицательном направлении. Шкала на окружности готова. Окружность теперь – числовая. Чем её шкала отличается от шкалы на числовой прямой? 
- На прямой одной точке соответствует единственное число и наоборот. На окружности – одному числу соответствует одна точка, но одной точке соответствует бесконечно много чисел, причём как положительных, так и отрицательных;
- противоположные числа расположены симметрично относительно горизонтальной прямой.
СЛАЙД 20. Осталось выбрать единицу измерения пройденного расстояния при движении по окружности. С одной стороны, это длина дуги, равная радиусу окружности. С другой стороны, дуги окружности связаны с центральным углом, который на них опирается. Действительно, движение тела по окружности можно представить, как движение на привязи – собаки, козы и т.п. Тогда каждый единичный отрезок на окружности будет соответствовать центральному углу, называемому радиан. Т.е. пройденное расстояние по окружности будем измерять в радианах. 
Однако выбранным единичным отрезком оказалось не удобно измерять пройденные по окружности расстояния, поскольку через полный оборот в точку 1, например, попадало уже не целое число, и даже не рациональное, а иррациональное, что сильно затрудняло вычисления. Значит, нужно придумать другой, более удобный способ измерения таких расстояний. 
СЛАЙД 21.  Что-то целое удобно измерять в частях этого целого. Поэтому пройденное расстояние по окружности удобно измерять в частях этой окружности. Длина всей окружности радиуса 1 равна 2 пи. И далее нужно отработать деление окружности на различные части равной длины. 
СЛАЙД 22 - 24. Проще – деление полуокружности на четвёртые части, потом на третьи и шестые. Лучше сразу с градусами. Потом собрать все деления на одну окружность, обратить внимание на симметрию и прийти к выводу, что достаточно запомнить, как делится первая четверть окружности на основные части. (принцип деления пирога на равные части, можно использовать клетчатую бумагу)
СЛАЙД 25. После этого можно переходить к самой ответственной части – это объединить сразу две математические модели. Числовую окружность и прямоугольную систему координат. Теперь можно учиться находить координаты точки сразу в двух различных системах координат – в прямоугольной и на числовой окружности. А связывают их как-раз синус и косинус угла. И теперь окружность можно назвать тригонометрической. Новые определения синуса и косинуса, как координат точки единичной окружности, тоже нужно требовать заучить наизусть. 
СЛАЙД 26. Самое сложное при работе с тригонометрической окружностью – это уметь разделять работу с двумя разными математическими моделями. Учащиеся должны понимать, что одной точке на окружности теперь ставятся в соответствии разные координаты, в зависимости от того, в какой системе координат мы её рассматриваем. И должны понимать, почему в этой новой модели несколько единиц, несколько нулей и т.д. Но если этот момент хорошо с учащимися отработать, дальше проще будет им понять и запомнить знаки тригонометрических функций, свойство чётности, исключение полных оборотов из угла, значения тригонометрических функций и много другое. И вообще, я всегда акцентирую внимание учащихся, что в тригонометрии самое главное – единичная окружность и вся работа ведётся с помощью единичной окружности. 
Существует много различных мнемонических правил и приёмов для облегчения запоминания каких-то тригонометрических формул и фактов. Я в своей работе использую два из них. «Тригонометрию на ладони» для запоминания табличных значений синуса и косинуса углов от 0 до 90 градусов, и «правило лошадки» для формул приведения.
СЛАЙД 27. «Тригонометрия на ладони» - с помощью растопыренных пальцев левой руки определяем величину угла, и начиная от мИзинца, находим значения сИнуса, а от бОльшого пальца – кОсинуса. В знаменателе дроби всегда 2, а в числителе извлекаем корень из числа, равного количеству пальцев, до нужного нам.
СЛАЙД 28. При изучении формул приведения акцентирую внимание на название формул. Не привИдения от слова «привиделось», а привЕдения, от слова «привЕсти», «приводить». Дело в том, что, когда мы находим значения тригонометрических функций с помощью единичной окружности, мы используем уже известные табличные значения.
Обратим внимание, что таблица значений тригонометрических функций составлена для углов от 0° до 90°. Это объясняется тем, что значения тригонометрических функций для остальных углов сводятся к значениям тригонометрических функций для острых углов. А формулы, которые позволяют сделать это, называются формулами приведения. 
Потом я пугаю детей количеством формул. Формул приведения много, 32 в радианах и столько же в градусах. И все формулы надо знать, но не надо их учить. К счастью существует простое мнемоническое правило, позволяющее быстро воспроизвести любую формулу приведения. 
Сначала мы с учениками внимательно просматриваем формулы приведения и замечаем сходство и различия в них.
1. Каждая формула связывает между собой либо синус с косинусом, либо тангенс с котангенсом. Причём, первая функция либо меняется на вторую, либо нет.
2. В левой части формулы аргумент представляет собой сумму или разность одного из «основных координатных углов»: [image: ] и острого угла α, а в правой части аргумент α.
3. В правой части знак перед функцией либо «плюс», либо «минус».
СЛАЙД 29. Мнемоническое правило
Достаточно задать себе два вопроса:
1. Какой знак надо поставить в правой части формулы?
Ответ: Знак определяем по левой части. Смотрим, в какую четверть попадает угол, и вспоминаем, какой знак в этой четверти имеет функция, стоящая в левой части.
2. Меняется ли функция на кофункцию?
Ответ: Если в формуле присутствуют углы [image: ] или [image: ] - это углы вертикальной оси, киваем головой по вертикали и сами себе отвечаем: «Да», если же присутствуют углы горизонтальной оси π или 2π, то киваем головой по горизонтали и получаем ответ: «Нет». 
Например, sin([image: ]+ α)
1) «Знак?» 
Угол ([image: ]+ α) попадает в ІV ч. sin в ІV ч. имеет знак «минус». Значит, в правой части ставим знак «минус»
2) «Меняется функция или нет?» 
Угол [image: ] вертикальной оси, киваем головой по вертикали: «Да, меняется». Значит, в правой части будет cos α.
СЛАЙД 30.
Что касается тригонометрических формул – их нужно выводить. А после изучения всех формул полезно дать учащимся сводную таблицу тригонометрических формул, в которой будут показаны связи между основными блоками формул. Наизусть надо знать три формулы из блока основных формул (основное тригонометрическое тождество, определение тангенса и котангенса), 2 формулы из блока формул сложения (синус суммы и косинус суммы двух углов), рекомендовано запомнить синус двойного угла и косинус двойного угла (связь с предыдущими двумя формулами). Все остальные формулы выводятся из предыдущих. Полезно потратить некоторое время урока, разобрав по данной схеме связи между формулами, сходства и различия в каждом блоке. 
СЛАЙД 31-32.
В качестве дополнительного внеурочного задания (на оценку) можно предложить учащимся принять участие в межпредметном проекте «Зачем нужна тригонометрия», который показывает практическое применение знаний по тригонометрии не только в математике, но и в других предметах и сферах деятельности человека. (показать несколько работ учеников)
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